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珠联璧合话数形
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数学语言是比较抽象的，如果将数学语言转化为几何图形，则研究对象变得形象、生动、具体，将数学语言转化为几何图形，我们称之为数形结合，数形结合是一种数学思想方法，包含“以形助数”和“以数辅形”两个方面，其应用大致可以分为两种情形：或者是借助形的生动和直观性来阐明数之间的联系，即以形作为手段，数为目的，比如应用函数的图像来直观地说明函数的性质；或者是借助于数的精确性和规范严密性来阐明形的某些属性，即以数作为手段，形作为目的，如应用曲线的方程来精确地阐明曲线的几何性质。

数形结合的思想，其实质是将抽象的数学语言与直观的图像结合起来，关键是代数问题与图形之间的相互转化，它可以使代数问题几何化，几何问题代数化，数形结合可谓珠联璧合。在运用数形结合思想分析和解决问题时，要注意三点：第一要彻底明白一些概念和运算的几何意义以及曲线的代数特征，对数学题目中的条件和结论既分析其几何意义又分析其代数意义；第二是恰当设参、合理用参，建立关系，由数思形，以形想数，做好数形转化；第三是正确确定参数的取值范围。

数学中的知识，有的本身就可以看作是数形的结合。如：锐角三角函数的定义是借助于直角三角形来定义的；任意角的三角函数是借助于直角坐标系或单位圆来定义的。

例1、 已知A=｛(x,y)| y=
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  求k的范围。
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分析：本题若将y=
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与x+y=k联立解方程组求解，较为复杂，如果分别作出y=
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与y=－x＋k的图象，借助两图象之间相对位置处理显然十分简便。
解：∵y=
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即 x
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=1（0≤y≤1）
    ∵x＋y=k    即y=－x＋k   

由图1可知 A
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B≠ 
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 则两图象间存在交点   ∴－1≤k≤
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解后语：一般地，方程的解、不等式的解集、函数的性质等进行讨论时，可以借助于函数的图像直观解决，简单明了，此题也可用代数方法来讨论方程的解的情况。
例2。方程x
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＋1=0实数根的个数为几个？
分析：该方程属高次方程，直接解方程，难度较大，我们不妨试一试利用图象求解。将x
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＋1=0变形为x
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－1，令y= x
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   y=－x
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－1进而将求方程实数根的个数转化为求两函数y= x
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 与y=－x
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－1图象交点的个数。
解：由x
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－1令y= x
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－1
分别作出两函数的图象（如图2）由图可知，     
两函数图象仅有一个交点，即原方程                     0             X 

x
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＋1=0有一个实数根。
图 2
例3. 直线L的方程为：x＝－
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  (p>0),椭圆中心D(2＋
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,0)，焦点在x轴上，长半轴为2，短半轴为1，它的左顶点为A。问p在什么范围内取值，椭圆上有四个不同的点，它们中每一个点到点A的距离等于该点到直线L的距离？

分析： 由抛物线定义，可将问题转化成：p为何值时，以A为焦点、L为准线的抛物线与椭圆有四个交点，再联立方程组研究方程组解的情况。

解 由已知得：a＝2，b＝1, A(
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,0)，设椭圆与双曲线方程并联立有：
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，消y得：x
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所以△＝16－64p＋48p
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>0,即6p
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－8p＋2>0，解得：p<
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或p>1。

结合范围(
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)内两根，设f(x)＝x
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即p<
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，且f(
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)>0即p>－4＋3
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结合以上，所以－4＋3
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解后语：本题利用方程的曲线将曲线有交点的几何问题转化为方程有实解的代数问题。一般地，当给出方程的解的情况求参数的范围时可以考虑应用“判别式法”，其中特别要注意解的范围。另外，“定义法”、“数形结合法”、“转化思想”、“方程思想”等知识都在本题进行了综合运用。

例4、已知a＞0,且a≠1则使方程㏒
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf])
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有解的K的取值范围是什么？

分析：讨论一元二次方程解的问题，传统的方法是利用根的判别式求解，但计算繁琐，不妨将方程转化为曲线，借助图形加以研究。
解：由㏒
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∴x－ka=
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令y= x－ka,  y=
[image: image67.wmf]2

2

a

x

-

＞0
1.如图3当－a＜－ka＜0, 即0＜k＜1时       － a       O        a         X
两函数y= x－ka与 y=
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的图象有交点

∴0<k<1时，原方程有解

2.如图3当－ka>a, 即 k<－1时                          图 3       
两函数y= x－ka与 y=
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∴k<－1时，原方程有解

综上所述 , 0＜k＜1或 k<－1时原方程有解
解后语：方程转化为曲线，用几何方法进行研究，把方程与图形结合，体现了解析几何思想、方程思想，并体现了对有解问题的恰当处理方法，即判断曲线交点的个数。
例5设f（x）是定义在区间(－∞, ∞ )上以2为周期的函数对k
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z记I
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=(2k-1, 2k+1)已知当x
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 I
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时f（x）= x
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（1） 求f（x）在I
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上的解析式。

（2） 对自然数k，求集合M
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={a| 使方程f（x）=ax在I
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上有相异二根}
分析：该题若用代数方法，构造一元二次方程，利用根的判别式求解，计算量较大，不妨先构造方程，然后使之转化为函数，绘制函数图象求解。
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 解：  ( 1 ) 当 x
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 (2k-1, 2k+1)  时                     1                 Ⅱ  
则2k-1＜x≤2k+1     ∴－`1＜x-2k≤1      Ⅰ       -1   0  1              x 

又－1＜x≤1 时f（x）= x
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  ∴f(x-2k)= (x－2k)
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∵f（x）是以2为周期的函数                           图 4
∴f(x－2k)= f（x）(k
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z且k≠0)                               

∴f（x）= (x－2k)
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( 2 ) ∵f（x）=ax   ∴ (x－2k)
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=ax

令y= (x－2k)
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     y= ax

分别作出以上两函数的图象（如图4）

由图象可知，直线Ⅱ的斜率为
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∴a的取值范围为0＜a≤
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       即M
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解后语：该题系1989年全国高考压轴题，解题方法是多种多样的，但数形结合法比较简单。
� EMBED Equation.3  ���
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