中学理科新课程教学网  www.likejiaoxue.com  中考数学专题


中考探索型试题

　　例1　（北京市崇文区）已知：抛物线y＝x2＋bx＋c与x轴交于P、Q两点，与y轴交于点E，且OE＝OP＝PQ．

　　1．画出抛物线的示意图，并求出抛物线的解析式；

　　2．问线段EQ上是否存在一点M，使△EMP∽△EPQ？若存在，求出点M的坐标，若不存在，请说明理由．

　　分析：1．本题第一问是一个开放性的数学问题，由已知条件而确定点E、P、Q的位置要从如下情况考虑．
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（1）　　　　　　　（2）　　　　　（3）　　　　　　　　（4）

图9－2－1

　　在这四情况之中，显然（3）、（4）两种情况是不存在的，因为点E的坐标为（0，c）．

　　图9－2－1（3）中，有c＜0，所以点P、Q的坐标分别为P（－c，0），Q（－2c，0）．于是由根与系数的关系得

　　　　（－c）·（－2c）＝c
　　即　2c2＝c
　　由于　c≠0，可得c＝
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，但与c＜0矛盾．

　　图9－2－1（4）中有c＜0，所以点P、Q的坐标分别为P（c，0）、Q（2c，0），同理根据根与系数关系可得

　　　　c·2c＝c
　　即　2c2＝0．

　　∵　c≠0，

　　∴　c＝
[image: image6.wmf]2
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与c＜0矛盾．

　　同理可说明只有图9－2－1（1）图9－2－1（2）两种情况成立．

　　（2）当P、Q两点在原点右侧时，如图9－2－1（1），则点E的坐标为（0，c），

c＞0．

　　∵　OE＝OP＝PQ，

　　∴　点P（c，0）、Q（2c，0），

　　∵　c，2c是方程x2＋bx＋c＝0的两根．

　　∴　
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　　∵　c＞0，

　　∴　c≠0，

　　∴　c＝
[image: image8.wmf]2

1

，b＝－
[image: image9.wmf]2

3

．

　　∴　抛物线的解析式为y1＝x2－
[image: image10.wmf]2

3
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．

　　当P、Q两点在原点左侧时，如图9－2－1（2），则点E的坐标为（0，c），c＞0．

　　∵　OE＝OP＝PQ，

　　∴　点P（－c，0）、Q（－2c，0），

　　∵　－c，－2c是方程x2＋bx＋c＝0的两根．

　　∴　
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　　∵　c＞0，

　　∴　c≠0，

　　∴　c＝
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　　∴　抛物线的解析式为y2＝x2＋
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　　（2）当P、Q两点在原点右侧时，E（0，
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），P（
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，0），Q（1，0）．

　　若线段E
Q上存在一点M（x，y），使△EMP∽△EPQ（如图9－2－2所示）．
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图9－2－2

　　则
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　　∴　EP＝EM·EQ，

　　∵　在Rt△EOP中，∠EOP＝90°，

　　根据勾股定理，

　　EP＝
[image: image22.wmf]2

2

OP

OE

+

＝
[image: image23.wmf]2

2

2

1

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

＝
[image: image24.wmf]2

2

，

　　同理：EQ＝
[image: image25.wmf]2

2

OP

OE

+

＝
[image: image26.wmf]1

2

1

2

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

＝
[image: image27.wmf]2

5

，

　　∴　
[image: image28.wmf]2

5

EM＝
[image: image29.wmf]2

2

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

，

　　∴　EM＝
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　　∴　MQ＝EQ－EM＝
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　　作MF⊥OQ于F．

　　∴　EO∥MF，

　　∴　
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　　∴　MF＝
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　　过E（0，
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)，Q（1，0）两点的直线的解析式为

　　　　y＝－
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　　把y＝
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代入上式

　　∴　－
[image: image41.wmf]2

1

x＋
[image: image42.wmf]2

1

＝
[image: image43.wmf]10

3

，

　　∴　x＝
[image: image44.wmf]5

2

．

　　∴　M（
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　　当P、Q两点在原点左侧时，E（0，
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），P（－
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，0），Q（－1，0）．（如图9－2－3所示）．

[image: image49.png]FEATRY MF=->

10 4
1
T EL0, =}, -1, 0) BHAMHS
2E(0, 1), @ (-1, 0 maAwERmE . EL
BAN y=Fz+3. "
3 1 .1 3 2 Q PF |0 x
Ey=ﬁﬁAJ:iQ, 71+7:E, 1:*?.
Breis Mty m(- %, 3 ).
TELRB PQ EAFTEM 26 PR 5 223
2 3 2 3
m( 3, 3) m(-2, 3).

(B2] (¥4%) B8, W@ 224, 0O, 500, MITFE 0, LA




图9－2－3

　　同理，可求出MF＝
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　　过E（0，
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），Q（－1，0）两点的直线的解析式为y＝
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　　把y＝
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　　∴　M（－
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　　∴　在线段PQ上存在满足条件的点：M1（
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，
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　　例2　（吉林省）已知，如图9－2－4，⊙O1与⊙O2外切于点O，以直线O1O2为x轴，点O为坐标原点建建立直角坐标系，直线AB切⊙O1于点B，切⊙O2于点A，交y轴于点C（0，2），交x轴于点M，BO的延长线交⊙O2于D，且OB︰OD＝1︰3

　　（1）求⊙O2的半径的长；

　　（2）求直线AB的解析式；

　　（3）求直线AB上是否存在点P，使△MO2P与△MOB相似？或存在，求出点P的坐标；若不存在，说明理由．
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图9－2－4

　　分析（1）若求⊙O2半径的的长，需通过作辅助线将⊙O2的半径与已知线段建立起联系，连结O2A，作O1N⊥O2A于N的直角三角形O1O2N中，O1N＝AB＝4．由OB︰OD＝1︰3，可知O1O︰OO2＝1︰3，O2N＝OO2－O1O，由勾股定理可求出⊙O2的半径的长．进而求出⊙O2的半径的长．

　　（2）根据已知条件，直线AB与y轴之交点纵坐标为2，由条件易证∠CMO＝30°，则问题可得．

　　（3）这是一个存在型问题，假设满足条件的点P存在，需要满足∠MO2P＝30°或

∠MO2P＝120°；若从相似三角形边之间的关系来看，只需满足
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．而这样的点恰好在直线AB上．

　　解：（1）连结BO1、DO2，则∠D＝∠O1BD．

　　∴　BO1∥DO2，

　　∴　O1O︰OO2＝＝BO︰DO＝1︰3，

　　∵　CB＝CO＝AO，C（0，2），

　　∴　CO＝2，AB＝4，

　　作O1N⊥O2A，于N
　　设BO1＝r，则AO2＝3r，16r2＝4r2＋16．

　　∴　12r2＝16．

　　∴　r＝
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，则r＝2
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　　∴　⊙O2的半径和长为2
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　　（2）Rt△O1NO2中，NO2＝
[image: image73.wmf]2
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O1O2，

　　∴　∠NO1O2＝30°．

　　∵　O1N∥AB，

　　∴　∠CMO＝30°，

　　在Rt△COM中，tan30°＝
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　　∴　CM＝
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　　∴　点M坐标为（－2
[image: image78.wmf]3

，0）．

　　设直线AB的解析式为y＝kx＋b，则根据题意，得
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　　∴　y＝
[image: image81.wmf]3
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　　（3）∠BO1M＝60°，O1B＝O1O，

　　∴　∠BOM＝30°，

　　∴　△MOB是等腰三角形，且顶角∠MBO＝120°．

　　假设满足条件的点P存在，则

　　只需：∠MO2P＝30°或∠MO2P＝120°；

　　①当∠MO2P＝30°时．O2P是∠AO2O的平分线．

　　∵　O2C是∠AO2O的平分线．

　　∴　点P与点C重合，即当∠MO2P＝30°时，其点P就是点C，从而点P的坐标为（0，20）．

　　②当∠MO2P＝120°时，作PH垂直x轴于H，则∠PO2H＝60°

　　∵　点P在直线y＝
[image: image82.wmf]3

3

x＋2上，

　　∴　设点P坐标为（a，
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a＋2），

　　则PH＝
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a＋2，O2H＝a－2
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，

　　在Rt△PO2H中，tan∠PO2H＝
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，解得a＝4
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　　∴　P点坐标为（4
[image: image90.wmf]3

，6）．

　　因此在直线AB上存在点P，使△MO2O与△MOB相似．

　　故有，P点坐标为（0，2）或）（4
[image: image91.wmf]3

，6）．

　　剖析：直线AB上是否存在点P使△MO2O与△MOB相似？我们作存在这样的点的假设，这样的点P，必满足相似三角形对应角相等，或对应边成比例的结论，以此作为基础求出点P的坐标，再验证P点的坐标满足直线AB的解析式，由此说明前而假定是正确的．

　　例3　（常州市　）（1）判断下列各式是否成立．（你认为成立的请在括号内打“√”，不成立的打“×”．

　　①
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　　②
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　　④
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　（　　）

　　你判断完以上各题之后，发现了什么规律？请用含有n的式子将规律表示出来，并注明n的取值范围．

　　（3）请用数学知识说明你所写的式子的正确性．

　　分析：此题就是一个观察、分析、归纳、猜想、证明的归纳型探索题．既要多次实践操作，观察发现规律，也要辅之以推理判断，最后加以证明．

　　解：（1）经过计算显然①、②、③、④都正确；

　　（2）所发现的规律为：
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（n为大于1的自然数）；

　　（3）证明：

　　其一：
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　　其二：设
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（其中n，b，c均为大于1的自然数），则有

　　　　n＋
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　　从而n＝（n2－1）
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　　这说明，若所设成立，则其中的
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　　即　
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（n为大于1的自然数）．

　　剖析：（1）此题第（3）步的证明，如果只有其一，而忽略了其二，则证明是不完备的，因为其一只说明n加上形如
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的数的和的算术平方等于n乘以
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的算术平方根，并没有说明，当n加上的不是形如
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的数时就没有这咱规律，也就是说，其一只未完成了证明的充分性，并没有说明问题的必要性，而其二，假设规律成立，进行反推求解的证明，恰恰说明了问题的必要性，即n只能加上形如
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的数的和的算术平方根才能等于n乘以
[image: image121.wmf]1
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的算术平方根，有了其一和其二，证明才是完备的．

　　（2）第（3）步证明中的其一，实际上就是第一步验证四个等式是否成立的过程，由此验证，才猜测第（2）步要找的规律，因此第（3）步证明过程中的其一是不言自明的，从而第（3）步证明过程中的其往往省略不写也就是说只写出其二的过程也应视为正确，但若只写其一，不写其二，则证明是错误的．

　　例4　（山东省）如表，方程1，方程2，方程3，……是按照一定规律排列的一列方程，解方程1，并将它的解填在表中的空白处；

　　（2）方程
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＝1（a＞b）的解是x1＝6，x2＝10，求a、b的值．该方程是不是（1）中所给出的一列方程中的一个方程？如果是，它是第几个方程？

　　（3）请写出这列方程中第n个方程和它的解，并验证所写出的解适合第n个方程．

	序号
	方程
	方程的解

	1
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　　解：
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　　整理，得

　　　　x2－7x＋10＝0

　　解得　x1＝3，x2＝4，

　　经检验知，x1＝3，x2＝4是原方程的根．

　　（2）将x1＝6，x2＝10，分别代入
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　　解得
[image: image130.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

-

=

-

-

1

10

1

10

1

6

1

b

a

b

b

a


　　消去a，整理得　b2－17b＋60＝0，

　　解得　b1＝5，b2＝12，

　　当b1＝5时，a1＝12，

　　当b2＝12时，a2＝5，

　　∵　a＞b，∴　
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　　经检验知，
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适合分式方程组所得方程为

　　　　
[image: image133.wmf]5
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　　它是（1）中所给一列方程的一个，是第4个．

　　（3）这列方程中的第n个方程为

　　　　
[image: image134.wmf](
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　　它的解为　x1＝n＋2，x2＝2（n＋1），

　　检验：当x1＝n＋2时，

  左边＝
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　　当x2＝2（n＋1）时，左边＝
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　　所以，x1＝n＋2和2＝2（n＋1）是方程
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　　剖析：本题不仅全面灵活地考查了方程的有关内容，更新颖的是题目最后探索性的设问．解答（3）需要对题目认真观察、分析、发现并归纳出正确结论，还要进行严格的检验和证明，本题比较新颖且富创造性，是一道对分析解决问题能力要求较高的中考题．

　　例5　（北京市崇文区）△ABC中，∠C＝90°，AC＝3，BC＝4，D为BC边上的一个动点，（D不与B，C重合），经过C、D两点作⊙O，交AC边于点E，使以C、E、D为顶点的三角形与△ABC相似，设BD为x，⊙O的直径为y．

　　1．关于x的函数解析式，并求自变量x取值范围；

　　2．是否存在符合题目条件且与AB相切的⊙O？若存在，请求出此时的y值；若不存在，请说明理由．

　　分析：因为所作的圆所满足的条件有两条，其一，圆所经过的三个点中心C固定，点D是必须在CB上的动点且与B、C不重合，点E在AC边；其二，以C、D、E为顶点的三角形与三角形ABC相似．因此三角形CDE应有两种情况：∠CDE＝∠B或

∠CDE＝∠A（如图9－2－5和2－2－6所示）由于本问答案不惟一，所以本问属于开放题．
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图9－2－5　　　　　图9－2－6

　　解：（1）∵　以C、D、E为顶点的三角形与△ABC相似，有∠CDE＝∠B，如图9－2－5，或∠CDE＝∠A，如图9－2－6，两种情况：

　　①如图9－2－5，

　　∵　△CED∽△CAB，

　　∴　
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　　∵　△ABC中，∠C＝90°，AC＝3，BC＝4，

　　∴　AB＝5，

　　∴　BD＝x，

　　∴CD＝4－x，

　　∵　∠C＝90°，

　　∴　DE是⊙O的直径，即DE为y，

　　∴　
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　　∵　D为BC边上不与B、C重合的一个动点，

　　∴　0＜x＜4．

　　①如图9－2－5，
　　∵　△CED∽△CAB，
　　∴　
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　　∵　∠C＝90°，
　　∴　DE是⊙O的直径，即DE为y，
　　∴　
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，
　　当E与A重合时，y最大，此时x最小(如图9－2－7）
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图9－2－7

　　∵　
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　　∴　AC2＝CD·CB．

　　即　32＝（4－x）·4

　　解此方程，得x＝
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　　（2）假设存在满足条件且与AB边相切的⊙O，分两种情况：

　　①如图9－2－8，当∠CDE＝∠B时，DE∥AB．
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　　设⊙O与AB的切点为F，连结OF，

　　∴　OF⊥AB于F，作DM⊥AB于M，

　　∴　DM＝OF＝
[image: image153.wmf]2

1

y．

　　∵　∠B为公共角，∠DMB＝∠C＝90°，

　　∴　△DMB∽△ACB，

　　∴　
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　　∴　DM＝
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　　于是有：
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　　解得
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　　由于假设存在，反推出y值，

　　所以当DE∥AB存在满足条件且与AB边相切的圆，此时直径：y＝
[image: image158.wmf]49
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．

　　②假设存在满足条件圆中圆与AB边相切，设切点为F，连结CF，则CF⊥AB．(如图9－2－9所示）．
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　　连结ED，DF，

　　∵　∠CED与∠CFD都对
[image: image160.png]


，

　　∴　∠CED＝∠CFD．

　　∵　CF⊥AB，

　　∴　∠B＋∠FCB＝90°．

　　∵　CF为⊙O的直径．

　　∴　∠CFD＋∠FCB＝90°，

　　∴　∠CFD＝∠B，

　　∴　∠CED＝∠B，

　　∵　∠ACB为公共角，

　　∴　△CED∽△CBA．

　　∵　∠ACB＝90°，CF⊥AB于F，

　　∴　S△ABC＝
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　　∴　AC·BC＝CF·AB，

　　∴　CF＝
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　　∴　y＝
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　　∴　第二种情况下满足题目条件且与AB相切的圆存在，其圆的直径为y＝
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　　例6　（常州市）问题：你能比较两个数19971998和19981997的大小吗？为了解决这个问题，我们先把它抽象成数学问题，写出它的一般形式，即比较nn＋1和（n＋1）n的大小（n是正整数），然后，我们从分析n＝1，n＝2，n＝3，…这些简单情形入手，从中发现规律，经归纳，猜想出结论．

　　（1）通过计算，比较下列各组中两个数的大小（在空格中填写“＞”、“＝”、“＜”号）；

　　①12_____21；②23_____32；③34____43；④45____54；⑤56____65；…

　　（2）从第（1）题的结果经过归纳，可以猜想出“nn＋1和（n＋1）n”的大小关系是________；

　　（3）根据上面归纳猜想得到的一般结论，试比较下列两数的大小：19971998____19981997．

　　解：（1）①12＜21；②23＜32；③34＞43；④45＞54；⑤56＞65；…

　　（2）从第（1）题的结果经过归纳，可以猜想出nn＋1和（n＋1）n的大小关系是：

　　当n＜3时：nn＋1＜（n＋1）n；

　　当n≥3时：nn＋1＞（n＋1）n；

　　（3）∵　n＝1997＞3，∴　19971998＞19981997．

　　剖析：上面几个例题是代数方面归纳型的探索问题，是为了更好的培养同学通过观察、比较、分析、归纳、类比、证明的探索能力，思维能力，从而发现新的结论．

　　例7　（河北省）在△ABC中，D为BC边中点，E为AC边上的任意一点，BE交AD于点O，某学生在研究这一问题时，发现如下的事实：

　　（1）当
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（如图9－2－10）；
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图9－2－10

　　（2）当
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（如图9－2－1）；
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图9－2－11

　　（3）当
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（如图9－2－12）；
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图9－2－12

　　在图9－2－13中，当
[image: image188.wmf]AC

AE

＝
[image: image189.wmf]n

+

1

1

时，参照上述研究结论，请你猜想用n表示
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的一般结论，并给出证明（其中n是正确整数）．
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图9－2－13

　　解：依照题意可猜想：

　　当
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　　证明：过点D作DF∥BE交AC于点F（如图9－2－13）

　　∵　D是BC的中点，

  ∴　F是EC的中点，

　　由　
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　　剖析：这个几何题是一个简单的由特殊到一般的得到猜想，然后进行证明的题目，不过很典型，希望认真领会．

　　例8　（济南市）如图9－2－14，△ABC，BC＝a，若D1、E1分别是AB、AC的中点，则D1E1＝
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a；若D2、E2分别是D1B、E1C的中点，则D2E2＝
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 EMBED Equation.3  [image: image205.wmf]÷
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a；若D3、E3分别是D2B、E2C的中点，则D3E3＝
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 EMBED Equation.3  [image: image208.wmf]÷
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图9－2－14

若Dn、En分别是Dn－1B、En－1C的中点，则DnEn＝_________（n≥1，且n为整数）．

　　分析：从已知得出的几个算式，可发现所得结果的常数与所分次数之间的关系是
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　　剖析：这个题作为规律探索型的填空题，主要考查的是学生的观察能力，分析能力和归纳总结能力．

　　例9　（安徽省）如图9－2－15，AB、CD是两条线段，M是AB的中点，S△DMC，

S△DAC和S△DBC分别表示△DMC，△DAC△DBC的面积，当AB∥CD时，有

S△DMC＝
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图9－2－15

　　（1）如图9－2－16，若图中AB不平行于CD时，式子是否成立？请说明理由．
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图9－2－16

　　（2）如图9－2－17，若图中，AB与CD相交于点O时，问S△DMC与S△DBC有何种相等关系？试证明你的结论．
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图9－2－17

　　分析：本题实际是由图中的特殊图形及相应的特殊结论式子，归纳出第（1）问进而第（2）问两种一般图形及相应的一般结论．但是从已知到第（1）问和第（2）问的归纳不简单的，不像前例那样“一般的规律已经明显地反映在已知所给出渐进的特殊情况之中”．因此我们必须探明已知特殊情况中成立面积恒等式①的内在根据．

　　如图9－2－18，过A、M、B分别作AE⊥DC于E，MF⊥DC于F，BG⊥DC于G，于是△DMC、△DAC、△DBC同底DC和等高MF＝AE＝BG，这样再经过“执果素因”：
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图9－2－18

　　∵　S△DMC＝
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　　即　
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　　约掉
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　　反之亦成立．即正因为三个三角形有共底DC的前提下，他们的高有上述关系，才有三个三角形的面积之间有①式关系．于是同学们便知三条高这种关系就是三个三角形具有①式面积关系的内在根据．再观察图9－2－13、8－2－15，可看出要找面积之间是什么关系的三个三角形是共底的，图9－2－13中公共底是DC，图9－2－15中公共底也是DC．于是由已知条件的分析，我们受到启发只要找到三个三角形的三个高之间的关系，那么问题就解决了，三个三角形的高之间的关系就是第（1）问．第（2）问被解决的核心问题．

　　解：（1）当AB
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CD时，①式仍成立，

　　分别过A、M、B作CD的垂线AE、MN、BF垂足分别为E、N、F（如图9－2－19）
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图9－2－19

　　∵　M为AB中点，

　　∴　MN＝
[image: image225.wmf]2

1

（AE＋BF），

　　即　MN＝
[image: image226.wmf]2

BF

AE

+


　　两边同乘以
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　　即　S△DMC＝
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　　（2）作AE⊥CD于E，MN⊥CD于N，BF⊥CD于F（如图9－2－20）
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图9－2－20
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　　同理
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　　那么上式两端乘以
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　　即　S△DMC＝
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　　剖析：上述方法就是在已知的特殊情况的特殊结论与一般情况下的一般结论没有明显关系时，分析出特殊结论在特殊情况下成立的内在根据，并且以此根据和分析的方法为指导探索出一般情况下的根据，进而解决问题（1）、（2）．

　　就第（2）问，还可以打破上述常规思路，抓住“M为AB的中点和三个三角形的关系”应底或等底、等高的三角形面积相等来探究，可培养发展思维能力．
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