中学理科新课程教学网 www.Likejiaoxue.com   竞赛取材


从几个分式不等式的证明看竞赛题的取材
证明不等式既是中学数学教学中的难点，也是数学竞赛培训的难点，近年也演变为竞赛命题的热点，因其证明不仅蕴涵了丰富的逻辑推理、非常讲究的恒等和不等变形技巧，且解决此类问题也能用来检测竞赛选手对命题人深邃的思考、超人的预见及其非凡智慧的领悟程度，而分式不等式的证明更是精妙无比，合理的分拆、巧妙的组合更是耐人寻味，故学生普遍感到分式不等式难证、辅导老师也感到难讲，甚至，有些竞赛专家对分式不等式的证明有时侯也感到困惑，这是因为常见和常用的方法常常派不上用场，因此，有必要对分式不等式的证明方法和技巧进行总结归纳并与大家一起交流，本文试图从几个分式不等式的证明告诉读者此类不等式的一种证明方法，并展现推广命题的取材，为读者进一步证明某些分式不等式提供有效的方法和发现新的数学命题开拓有益的思考途径。

命题1：（第26届美国数学奥林匹克竞赛题之一）设a、b、c∈R+，求证：
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分析；最初，某刊物给出了一种通分去分母的较为复杂的证法，这里试从分析不等式的结构出发，导出该不等式的编拟过程，同时，揭示证明此类问题的真谛，并探索其推广命题成功的可能性。

思考方向：（1）的左边较为复杂，而右边较为简单，所以，证明的思想应该从左至右进行,

思考方法：（1）从左至右是一个由简单到复杂的逐步放大过程，所以，一个简单的想法就是将各分母设法缩小，但考虑到各分母结构的相似性，故只要对其中之一做恰倒好处的变形，并构造出右边之需要即便大功告成.
实施步骤；联想到高中课本上熟知的不等式：

x3+y3≥x2y+xy2=xy(x+y)  (x、y∈R+)                                   （*） 

知   （1）的左端
[image: image2.wmf].

1

)

(

1

)

(

1

)

(

1

abc

abc

a

c

ca

abc

c

b

bc

abc

b

a

ab

=

+

+

+

+

+

+

+

+

£


这一证明是极其简单的，它仅依赖高中数学课本上的基础知识，由此可见，中学课本上的知识也能用来攻克高层次的数学竞赛题，看来，我们要好好守住课本这快阵地。

（1）刻画了3个变量的情形，左端的三个分式分母具有如下特征：三个字母中取两个的三次方与这三个变量的乘积之和，那么，对于更多个变量会有怎样的结论？

以下为行文方便，记 （1）的左端为 
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，表示对a、b、c轮换求和，以下其它的类似处理，不再赘述,

为了搞清多个变量时（1）的演变，首先从4个变量时的情形入手。

推广1：设a、b、c、d∈R+，求证：
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分析：注意到上面的（*），要证（2），需要证 x4+y4+z4≥xyz(x+y+z)       （**）

（**）是（*）的发展，它的由来得益于证明（1）时用到的（*），这是一条有用的思维发展轨道。

事实上，由高中数学课本上熟知的不等式    x2+y2+z2≥xy+yz+zx    易知

x4+y4+z4≥x2y2+y2z2+z2x2≥xy·yz+yz·zx+zx·xy=xyz(x+y+z),这样（**）得证,

从而（2）便可仿（1）不难证明，略,

推广2：设ai∈R+(i=1、2、3，…，n),求证：
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有了前面的推广1的证明，这里的推广2的证明容易多了，联想（**），只要能证明   
[image: image6.wmf])
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    （这是（**）的发展）

事实上，由切比雪夫不等式及算术——几何平均值不等式可知
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有了上式，推广2便不难证明，略.

很显然，对于推广2，若按（1）的最初的去分母去证明，当然是行不通的，这也表明，解决数学问题的关键一着就是要把握问题的实质，不要被一些较复杂的表面现象所迷惑，要善于观察，善于分析，善于总结，善于概括，善于发现，善于利用，尽力从表象的东西里抽象概括出本质性的实质性的规律，这才是学习数学的要旨。

命题2：设x、y、z∈R+，求证：
[image: image8.wmf].
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分析：这是一个并不复杂的分式不等式，但是若要通过去分母来证明，肯定会走弯路，甚至走到死胡同。

思考方向：（4）的左端较为复杂，而右边较为简单，所以，证明的思想应该从从左至右的进行。

思考方法：（1）从左至右是一个逐步缩小的过程，所以，对于本题，一个简单的想法就是将个分母设法放大，但考虑到分母结构的相似性，故只要对其中之一进行恰倒好处的变形，并设法构造出（4）的右边即可大功告成。

实施步骤；联想到高中课本上熟知的的不等式：
[image: image9.wmf]2
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 (x、y∈R),刚好是（4）中分母里xy的成功放大，即有如下证明：

证明：∵  
[image: image10.wmf],
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∴  只要证明  
[image: image11.wmf]2
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给（5）的两边同时加3，得到       
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这由Cauchy不等式便知，从而（4）得证。

（4）式刻画了3个变量的情形，其特点是；左端每一个分式的分母是从3个变量中取两个，为两个的二次方与这两个变量之积之和，而分子则是剩下一个变量的二次方。现在，我们如果站在变量个数方面考虑，即再增加若干个变量，结论会怎样？证法还灵吗？经过再三考虑，得到

推广1：设ai∈R+，(I=1,2,3,…，n)求证：
[image: image14.wmf].
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             （6）

联想（4）的证明过程，知关键是对分母中的乘积项利用二元均值不等式进行放大，然后运用Cauchy不等式便大共告成，那么，（6）的证明也只要对每一个分式中分母乘积项逆用多元算术——几何平均值不等式，再使用Cauchy不等式便知，详细的证明略。

另外，如果一不小心，将（4）错写为如下形式：
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那么，虽然（7）与（4）相比，实质性的东西并没有发生改变，但就其结构而言已经发生了相当大的改变，即（7）的每一个分母中连续3项依次成等比数列，而（4）的分母中就不具备这样的性质，继而，（7）是否从某一方面反映某一普遍意义下的一种特例呢？也就是（7）的一般情形是什么？站在等比数列的角度去审视（7），就可以探索从改变分母的指数出发去联想，从而得到一个很好的结论，（7）的分母多项式为3项，最高指数为2，分子与分母指数相同，左边为三个式子之和，右边为1，试想，当分母中的多项式指数增高时，（7）应该变成什么样子，准确点儿，当指数为n+1时，相应的结论如何？这就是

推广2：设x、y、z∈R+，求证：
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分析：联想与类比有时候是提出问题和解决问题的金钥匙，相似问题的解决方法在很多场合往往都是十分相似的，在这一点上请同学们注意领会并掌握。

思考方向与思考方法基本同于（4），只是实施步骤中的不等式：2xy≤x2+y2  (x、y∈R)的右边的指数2改为n+1时，结论会变成什么相适应的样子？

类似于（*），由高中课本上知识知（当然可从指数为3，4，5，…,去探索，这里就省去探索的过程了，因为高中课本上已有指数为3、5时的结论）：

xnyk+xkyn≤xn+k+yn+k,(x、y∈R+，n、k∈N+)

这是一个有意义的结论，于是

xn+1+xny+xn-1y2+…+yn+1≤
[image: image17.wmf])
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[image: image18.wmf].
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(注意到（5）)

到此，推广2获证。

实际上，通过刚才对（7）的分析知道，（7）还有从变量个数方面的推广，例如变量个数为4，5，6，…，12或者小于等于23的奇数（结论成立）时，结论的证明就比较复杂了，况且，也不能推广到任意多个变量。关于这点，请读者参考有关资料。

命题3：设x、y∈（0，1），求证：
[image: image19.wmf]xy
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分析：本题的结构看似简单，实际上，要向前面两个不等式那样去设法从左至右的证明在这里就不好进行，于是，需要进行等价分析变形，这是在当前一时找不到好的证法时常用的证题方法。

思考方向和思考方法：去分母，整理成恒不等式。

实施步骤：一般的程序应该是配方或者分解因式。

证明：由条件 x、y∈（0，1）知，xy∈（0，1）,所以，原不等式等价于
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结合题目条件及二元均值不等式知此式早已成立，于是原命题获证。

这一证明看起来比较简明，但是，真正实施起来也不是太简单，请同学们仔细领悟。

到这里本题的证明已经结束，但是，如果仅停留在这个层次上就得到的甚少，应该及时进行反思、总结、提炼，看看本题有无推广演变的可能？即能否由此产生新的数学命题？

观察命题3的结构可以看出，（10）的左端可以看成是函数
[image: image23.wmf]2
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在两个变量x、y处的函数值的算术平均值，右边是两个变量x、y在其几何平均值处的函数值
[image: image24.wmf])
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，联想到Jensen不等式，可以很容易的将（10）推广到多个变量时的情形，即

推广1：xi∈（0，1）(i=1、2、3，…，n),求证：
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这由数学归纳法不难确认其正确，详细证明留给感兴趣的读者。

继续观察（11），不难看出，当x＞1，y＞1时，不等号应该反向，于是可得原命题的另一种演变的推广，即 

推广2：xi∈（1，+∞）,(i=1、2、3，…，n),求证： 
[image: image26.wmf]Õ
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继续观察（10），容易想到，当变量个数再增加时会有怎样的结论？即对于三个变量

若x、y、z∈（0，1）,可得
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这三式相加得：   
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这样我们又得到了一个新的命题。如此继续，便得

推广3：xi∈（0，1）,(i=1、2、3，…，n),求证：
[image: image31.wmf].
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推广4：xi∈（1，+∞）,(i=1、2、3，…，n),求证：


[image: image32.wmf].
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（15）、（16）的证明可仿照（14）的证明进行，在此就略去其详细的证明了。

从这几个推广命题的由来我们可以看出，很多数学命题都是在认真分析已有命题的基础上，对原命题进行分析、归纳、总结、提炼，得到描述问题的本质，在原有问题及其求解思路的基础上，运用自己所掌握的数学知识通过思维的迁移加工就可得到一系列新的数学命题，这也是许多命题专家的研究心得，更是解题者应该多多注意的一个方面，也是我们辅导老师应该向学生介绍的重要一环——展示知识发生、发展的全过程。

研究某些不等式的推广是十分有意义的工作，有事实表明，近多年来的高层次竞赛就多次涉及到多个变量的复杂不等式证明问题，而且，有些问题本身就是一些固有问题的发展和演变，故应引起参加竞赛的同学的重视。
提供几个练习题

1． 在△ABC中，求证：
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2． 在锐角△ABC中，求证：
[image: image34.wmf]2
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3． 在△ABC中，求证：
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4． 在锐角△ABC中，求证：
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5． 在锐角△ABC中，求证：
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6． 在△ABC中，求证：
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  7．（《中学数学教学参考》12（2001）p45  安振平）设x、y∈[0，1],求证：
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