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第4讲   函数的定义域、值域
[复习内容]：函数的定义域、值域 
[复习重点]：系统梳理求函数定义域、值域的方法思路，典型问题类型，解题策略的形成。 
[复习难点]：定义域概念的准确理解，值域问题的归类及方法选择。 
[范例分析]： 
　　例1．已知函数y=
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的定义域为R，求实数a的取值范围。 
　　解析：“函数的定义域是指使函数解析式有意义的自变量取值的最大范围，”依题设，x∈R，解析式有意义即“对任意x∈R都有ax2+4ax+3≠0成立”换句话就是“方程ax2+4ax+3=0无实根成立，”分类讨论，当a=0时，3≠0满足要求；当a≠0时，则有Δ=16a2－12a<0，即0<a<时满足要求。综上：a∈[0, [image: image2.png]ESN )



]，
　　评注：从概念出发去分析处理问题应是解题的最根本思路，此题解法思路就是依据“定义域”概念逐层等价翻译题干得出：原函数定义域为R，即等价于方程ax2+4ax+3=0无实根进而求解的。 
　　例2．已知f(x+1)的定义域为[－2，3]，求函数f([image: image3.png]B



+2)的定义域。 
　　解析：从概念出发，f(x+1)的定义域为[－2，3]，即当x∈[－2，3]时，法则f有意义，即f适用于[－1，4]。求
f([image: image4.png]B



+2)的定义域，即求使f有意义时自变量x的取值范围，即求满足不等式－1≤[image: image5.png]B



+2<4的x的解集。 
　　解：由f(x+1)的定义域为[－2，3]可得f(x)的定义域为[－1，4]，由－1≤[image: image6.png]B



+2<4，解得x≤－[image: image7.png]


或x>[image: image8.png]


, 　∴ f([image: image9.png]B



+2)的定义域为x∈(－∞, －[image: image10.png]


)∪([image: image11.png]


,+∞). 
　　评注：抽象函数求定义域要抓住法则f有意义的范围不能扩大。 
　　例3．已知f(1－cosx)=sin2x, 则求f(x)=_________。 
　　解：∵ 1－cosx∈[0, 2], ∴ f(x)的定义域为[0，2]， 
　　设1－cosx=u, 则cosx=1－u, 　由sin2x=1－cos2x=1－(1－u)2=－u2+2u, 
　　可得f(u)= －u2+2u 　∴ f(x)= －x2+2x　 x∈[0, 2]. 
　　评注：此处不可只关注解析式法则，还须考虑原始法则所限定的“f”有适用范围。 
　　小结：考虑定义域应是一种意识，因为我们一切问题的展开都建立在有意义的基础上。定义域的问题除上述几例外还有诸如从有实际意义背景的问题布列出的函数关系式,还需保持自变量的原始实际意义。 
　　例4．求下列函数的值域。 
　　(1) y=2－[image: image12.png]


　　(2) y=[image: image13.png]-x

P



　　(3) y=sin2x－2cosx+1　　(4) y=x-[image: image14.png]


 
　　解：(1) 由4x－x2≥0解得 0≤x≤4, 
　　∴ 0≤4x-x2≤4, ∴ -2≤-[image: image15.png]


≤0, 
　　∴ 0≤2-[image: image16.png]


≤2，即 y∈[0,2]。
　　(2) y=[image: image17.png]-x
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=[image: image18.png]2 -x+1-1




=1-[image: image19.png]


, 
　　∵ x2－x+1=(x－[image: image20.png]


)2+[image: image21.png]ESN )



≥[image: image22.png]ESN )



, 
　　∴ 0<[image: image23.png]


≤[image: image24.png]L] s



, 
　　∴ －[image: image25.png]L] s



≤－[image: image26.png]


<0,　 ∴ －[image: image27.png]


≤1－[image: image28.png]


<1. 
　　即原函数值域为y∈[－[image: image29.png]


,1]. 
　(3) y=sin2x－2cosx+1=1－cos2x－2cosx+1

=－cos2x－2cosx+2=－(cosx+1)2+3 
　　∵ cosx∈[－1,1]，令cosx=u，则u∈[－1,1]. 
　　函数y=-(u+1)2+3在[－1,1]上单调递减， 
　　∴ y最大值=3，y最小值=－1， 
　　即原函数值域为[－1,3]. 
　　(4)由1－x2≥0解得函数定义域为：x∈[－1,1], 
　　故可设x=cosα (α∈[0,π]), 则 
　　原函数可化为：y=cosα－sinα=[image: image30.png]


cos(α+[image: image31.png]N



), 
　　∵ α∈[0,π], ∴ α+[image: image32.png]N



∈[[image: image33.png]N



,[image: image34.png]ESEVY



π], 
　　由余弦函数y=cosu的性质可知： 
　　当α+[image: image35.png]N



=[image: image36.png]N



时，有ymax=1. 　当α+[image: image37.png]N



=π时，有ymin=－[image: image38.png]


, 
　　∴ 原函数的值域为：[－[image: image39.png]


,1]。 
　　评注：函数的值域相对于函数的其它性质来说可谓最困难的问题之一，面对函数值域(最值)的问题要会对问题进行分类型、选方法，即养成一定分析处理该问题的策略。 
　　通常，面对一个问题，首先要冷静地观察分析：先考虑能否变形化简直接运用不等式的性质（如此处例4（1）
（2）所用）来解决，或考虑该函数在定义域区间上的单调性加以运用；其次考虑联系我们熟知的几类基本函数，尝试将问题化归为基本函数类的问题，然后运用基本函数的思路能处理解答。（如此处例4（3）（4）所用方法）。需我们能熟练运用的几类基本函数主要有：10 y=ax2+bx+c (a≠0) x∈[m,n]；20 y=Asin(ωx+φ) x∈[m,n]； 30 y=[image: image40.png]extd
ax+h



, x∈[m,n]；* 40 y=x+[image: image41.png]EREY



, a为正常数，x∈[m,n]，（注：函数y=x+[image: image42.png]EREY



，并非我们课本中给定，若需使用其单调性求值域必须附以对其在给定区间上单调性的证明。）其三再考虑我们在高一，高二学习过程中所涉及求值域、最值的方法。如：均值定理，反函数法，判别式法，还有数形结合思想等。 
　　例5．已知a, b∈R+, 3a+4b=12, 求ab最大值。 
　　解：（法一，考虑化归为二次函数类问题） 
　　∵ 3a+4b=12,　 ∴ b=3－[image: image43.png]ESN )



a, 
　　∴ ab=－[image: image44.png]ESN )



a2+3a=－[image: image45.png]ESN )



(a－2)2+3 
　　又由题设a,b∈R+ , ∴ a∈(0,4)
　　由二次函数性质可知 －[image: image46.png]ESN )



(a－2)2+3在区间a∈(0, 4)上非单调，顶点纵坐标即y最大值。 　　即(ab)最大=3， 当a=2，b=[image: image47.png]


时取得。 
　　（法二，考虑运用三角换元化归为Asin(ωx+φ)类） 
　　∵ a,b∈R+, 3a+4b=12，即[image: image48.png]b
2.2



=1， 
　　故可设 [image: image49.png]ESN Y



=cos2α, [image: image50.png]|



=sin2α, α∈(0,[image: image51.png]o |



), 
　　∴ a=4cos2α,　 b=3sin2α, 
　　∴ ab=12sin2α·cos2α=3sin22α, 
　　∵ α∈(0,[image: image52.png]o |



), ∴ 2α∈(0,π), ∴ sin22α∈(0,1], ∴ (ab)max=3. 
　　当2α=[image: image53.png]o |



，即α=[image: image54.png]N



，即a=2，b=[image: image55.png]


时取得该值。 
　　（法三，考虑运用均值定理解答）。 
　　∵ a, b∈R+, 3a+4b=12, 
　　∴ ab=[image: image56.png]


·3a·4b≤[image: image57.png]1 Zardb,
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=3, 
　　当且仅当3a=4b=6，即a=2，b=[image: image58.png]


时不等式等号成立。 
　　即 当a=2，b=[image: image59.png]


时，(ab)max=3。
　　评注：平均值定理使用时，必须同时兼顾三个方面，10各项各因式均正，20求最值，放或缩都要到定值，30要考虑等号能否取到。 
　　例6．已知x, y∈R，满足(x-2)2+y2=3，求[image: image60.png]BN



的最值。 
　　解析：考虑运用数形结合思想，因为该题目所涉及内容有解析几何背景。 
　　　　　　　　　　　　[image: image61.png]


 
　　解：依题,设P(x, y)为以点C(2,0)为圆心，以[image: image62.png]


为半径的圆上任一点，求[image: image63.png]BN



的最值亦即求该点P与坐标原点O连线的斜率的最值。由图示可知当OP与⊙C相切时取到，由解三角形知识可得, ([image: image64.png]BN



)max=[image: image65.png]


, ([image: image66.png]BN



)min=-[image: image67.png]


。
　　当x=[image: image68.png]


, y=[image: image69.png]


时取得。 
　　评注：数形结合方法的运用需要熟知一些代数式的几何意义和对一些问题的联想能力。如例4中（4）亦可用数形结合方法求解。 
　　由y=x－[image: image70.png]


可变为[image: image71.png]


=x－y。
　　令[image: image72.png]


=x－y=t, 则[image: image73.png]


=x－y的意义可理解为两个函数，t=[image: image74.png]


，t=x－y有公共点的问题，此处
t=[image: image75.png]


可看作定曲线，t=x－y可看作固定斜率的动直线，问当y取何值时，两曲线有交点，y的最大最小值？ 
　　　　　　　　　　　　　　[image: image76.jpg]


 
　　由图示可知， －y∈[－1,[image: image77.png]


], ∴ y∈[－[image: image78.png]


,1]. 
　　巩固练习： 
　　1．求函数y=2－3－[image: image79.png]13-4z



的值域。 
　　2．求函数y=|x|·[image: image80.png]


的值域。 
　　3．求函数f(n)=[image: image81.png]


+[image: image82.png]3



+……+[image: image83.png]


　(n∈N,n≥2)的最小值。 
　　4．求函数y=[image: image84.png]


　(x∈(0,+∞))的值域。 
　　答案：1. (－∞,[image: image85.png][SCRIEN)



)。提示：可设[image: image86.png]13-4z



=u化归为二次函数类型加以解决，或直接考虑该函数在定义域(－∞,[image: image87.png]


)上是个单调增函数。 
　　2．[0，[image: image88.png]


]。提示：可三角换元令x=cosα, 或|x|·[image: image89.png]


=[image: image90.png]JPa-x%



直接运用均值不等式。 
　　3．[image: image91.png]


。提示：由f(n+1) －f(n)>0可知该函数在定义域上单调增。 
　　4．[2[image: image92.png]


－1，+∞]。提示：[image: image93.png]


=x+[image: image94.png]BRI



－1，使用均值定理。
窗体顶部

选择题
　　1．函数[image: image95.png]y=fkd —6kx+9



的定义域是R，则k的取值范围是（   ）。 
A、k≤0或k≥1 B、k≥1 C、0≤k≤1　 D、0<k≤1 

窗体底部

窗体顶部

2．若函数y=f(x+1)的定义域是[－2，3]，则y=f(2x－1)的定义域是（   ）。 
　A、[image: image96.png][0.2]



　 B、[－1，4] C、[－5，5] D、[－3，7] 

窗体底部

窗体顶部

3．函数[image: image97.png]y=x+l-2x



的值域是（   ）。 
　   A、（－∞，－1）  B、（－∞，1]   C、R   D、[1，+∞）
窗体顶部

4．函数[image: image98.png]3+sinx
4+2cosx



的值域是（   ）。
A、[image: image99.png]SNEREE)



　 B、[image: image100.png]


 C、[image: image101.png]


　 D、R
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5．设x>0，则函数[image: image102.png]


的最小值是（ ）。 
　A、[image: image103.png]22



　 B、[image: image104.png]it



 C、[image: image105.png]


 D、[image: image106.png]



窗体底部

答案与解析 

答案：1、C　 2、A　 3、B　 4、B　 5、B
解析：1．答：C。 
解：k=0时，显然符合题意。 k≠0，由k>0且Δ≤0得0<k≤1， ∴所求k范围是[0，1]。 
　2．答：A。 解：∵f(x+1)的定义域是[-2，3]，∴－2≤x≤3, 
　　∴ x+1∈[－1,4]，即f(x)的定义域是[－1，4]。 
　　又∵ －1≤2x－1≤4，得[image: image107.png]


， ∴y=f(2x－1)的定义域为[image: image108.png]


。 
　　点评：函数f(x+1)，f(x)，f(2x－1)中的x并不是同1个量，当f(x)的定义域是[－1，4]时，f(x+1)和f(2x－1)分别是中间量(x+1)和(2x－1)的函数，f(2x－1)的定义域由中间变量2x－1∈[－1,4]求得。 
　　3．答：B。 解：设[image: image109.png]


（t≥0 ）,则 
　　[image: image110.png]1
y:—5(1—2x)+M+




，
∴    当t=1时，y=1最大。 ∵t≥0，∴y≤1，故选B。 
　　4．答：B。 

解：如图所示，令[image: image111.png](y=3+sin x
x=4+2c0sx



，则有[image: image112.png]@4
2

2=1
t-3



。
　　问题转化为求椭圆上的点与原点连线的斜率[image: image113.png]~ 1w



的最大值和最小值，显然直线y=kx与椭圆相切时k有最值，
　将y=kx代入椭圆，即(x－4)2+4(kx－3)2=4，也就是(4k2+1)x2－(8+24k)x+48=0，
[image: image120.png]


　　令Δ=(8+24k)2-4×48(4k2+1)=0，则有[image: image114.png]


，即[image: image115.png]


。 
　　5．答B。 
　　解：∵ x>0，∴ x2>0，[image: image116.png]


；
　　∴ [image: image117.png]


, 
　　当且仅当[image: image118.png]


，即[image: image119.png]


时，等号成立，故选B。
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